
はじめに

　本稿は筆者が受持っている教育統計学Ⅱにほぼ該当する講義内容と，その際の注意点な
どをまとめたものである。講義は１９９７年から継続しているものの，内容は当初から大�
幅に変わり，現在はここに報告するような形となった。本報告の主題は相関および回�
帰であるが，これらは統計学の中でも最も実用性の高い分野であるため，よくありがち�
な誤解，例えば相関係数は直線の傾きを表すなどの誤解を防ぐ事にも重点を置いている。

　対象が文科系の学生であるため，授業では数式についての説明はほとんど省く一方，�
具体例によって手順を示し，次に実データを用いて演習を行っている。データの分析は�
手軽さの点から，�����を用いているが，提出すべきレポートにおいては不十分でも，�
学生自身の直感と解釈によって書くよう強調している。これは便利な統計ソフトが普及�
した現在，結果の解釈が追いつかない傾向となりがちな事に対応するためある。

　最終節「理論的な検討」は，授業では部分的に取上げている節であるが，より深く学�
習する時のため，例題を用い理論的背景を全般にわたって述べた。

１．相関分析

　１報では，対応のあるデータ（データの組）がクロス集計表の形式であるときの関連度
について，次の３種類に分け，相互に比較可能な相関を考えた。
・データの組が名義尺度（物の名前で順序が無い質的変量）のとき������の属性相関
・データの組が順序尺度（数値でないが順序のある変量）のとき��������の順序相関
・データの組が間隔尺度（普通の数値変数）のときピアソンの積率相関

　ここでの目的は，データの組が間隔尺度である一方，クロス集計表とは限らない一般の
場合について，ピアソンの積率相関（普通，相関係数と呼ばれている）を用いて，関連�
性を調べる事である。関連性（または相関）と因果関係とは，互いに別の概念であり，�
社会データにおいては関連性はあるが，どちらが原因または結果と決められないものも多
く存在する。統計的な方法は多数データの傾向を探る手法なので，因果関係については�
より強い条件が必要な事を念頭に以下の分析を進めたい。
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１．１　相関係数の定義と意味

　講義では相関係数の定義式に入る前に，まず実データを適切な散布図に表す練習から入
り，これによってデータ間にはどのような関連性が存在するかなど，社会的な背景を含め
た検討から始めている。この段階において�����による作図力が意外と問われる事が多�
いので，パソコンの話になるが，問題点をまとめてみると，
・散布図（縦軸，横軸ともに数値）の作成自体を会得していない事が多い。
・元データに対する，グラフの縦横軸との対応付けが意識されていない場合があるで，�
作成した図の軸の意味が曖昧に成り易い。（グラフ軸の名前は自動的に入らない。）
・目盛を適切に設定しないために点が一箇所にまとまることが良くある。分析データを�
視覚的に良く観察する事は，統計手法に入る前段階として非常に大切と思われる。

　さて，散布図が自分の期待する程度に描け，組データの関連性について，各自の解釈が出
た段階で，相関係数の定義式へと，またこれを計算する為の�����命令へと進む。
　　　　　　　相関係数���＝��，��の共分散／��の標準偏差／���の標準偏差
　　　　　　　　　　　　＝Σ｛（�－���）（�－���）｝／（�－１）／����／���

ここで
�，��の共分散�：Σ｛（�－���）（�－���）｝／（�－１）
���の標準偏差２�：（����）２＝Σ｛（�－���）２｝／（�－１）
���の標準偏差２�：（���）２＝Σ｛（�－���）２｝／（�－１）
　　　　　��：組データのうち散布図の���軸とするデータ
　　　　　��：組データのうち散布図の���軸とするデータ
　　　　　���：データ�の平均
　　　　　���：データ�の平均

　また，組データの相関係数を計算する�����命令は，次の統計関数による。
������（�の範囲，��の範囲）

　図表１．１は１例として組データと，その散布図を示したものであるが，参考用に相関係�
数の値を統計関数で計算の後，図に記入してある。

�
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図表１．１　�������	，東京株式市場の対前日値幅（���������－����）

� 日� �：����������� �：日経平均（円）
１１／１０� －７３．２７� －２７２．１３
１１／７� ２４８．０２� ４９８．４３
１１／６� －４４３．４８� －３１６．１４
１１／５� －４８６．０１� －６２２．１
１１／４� ３０５．４５� ４０６．６４
１１／３� －１７．１� ５３７．６２
１０／３１� １５６．２４� ��

１０／３０� １８９．７３� ��

１０／２９� －７４．１６� ８１７．８６
１０／２８� ８８９．３５� ５８９．９８
１０／２７� －２０３．１８� ４５９．０２
� ・� ・� ・
９／４� －３４４．６５� －３４５．４３



１．２　相関係数の性質と注意点

　授業では以下のように，相関係数についての一般的な性質を述べた後，多くの学習者�
が誤解しやすい点（＊項目）について，特に注意している。
・相関係数は，組データ（�，�）の直線的な関係の度合いを，数値で表現したものである。
・相関係数は－１から＋１の間の小数値を取る。
・正の相関係数とは，全体的な傾向として，��と���は正比例的である事を言う。
・負の相関係数とは，全体的な傾向として，��と���は逆比例的である事を言う。
・相関係数の絶対値が１に近い時���と���はほとんど直線的な関係にある事を示す。
・相関係数の絶対値が０に近い時�と�は直線的な関係をほとんど持たない事を示す。
・相関係数の値は，原点のとり方によって，変化する事は無い。
＊相関係数の値は，直線の傾きとは無関係である。なぜならば直線の傾きは単位によっ�
て変化するからである。
＊相関係数は，組データ（�，�）間の因果関係を必ずしも表さない。相関関係と因果関係
とは独立した別の概念である。

　図１．２に散布図を用いて，相関係数の性質と注意点とを明らかにすると，
�に対して�の傾きは急になっているが，相関係数は変わらない。その理由は，縦軸の�
単位を�は一般的な１次式による単位変換の一例，��＝３．５���－２５によっただけであ�
る事による。このように点の傾きは単位変換に依存するが，相関係数は不変である。
�は相関係数０．９の例であり，�に比べて直線的である。�～�より相関係数は，直�
線回りの点の集中度合いを表す事がわかる。
�は負の相関の例，�は相関≒０となる現実のデータの例である。
�のように点が左右対称形のとき，直線近似は出来ないので，直線への集中度合いを表�
す相関係数は０と計算される。このように散布図を描く事は非常に重要である。
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図表１．２　相関係数の例（性質と注意点）



１．３　相関係数が１．０付近の時

　社会データを分析していると，一対のデータ（�，�）の散布図がほとんど直線に載ること
がよくある。授業ではこのような場合の例を用い，原因と対策を学んでいる。

原因：組データ（�，�）が社会制度，経済原則などのため比例関係にあるとする。人口規模，
経済規模によりデータが変化すると，点（�，�）が直線上を比例的に動く場合である。

対策：率��／��を一方の軸として，人口規模などの影響がでないようにする。また年次�
変化などが絡むものは，時系列的な�，�の増減率または増減幅をとる。

　図表１．３に，組データが直線的な関係を示す例を挙げる。
�小学生数と教員数に関する，県別の組データを示したものであるが，両者の人数に関�
する関係は，学校制度上ほぼ決っているので，小学生数�と教員数�とは比例の関�
係，すなわち県の人口に依存して一直線上に乗る関係となる例である。すなわち県�
別の人口規模が隠れた第３の要因となっている例である。

�そこで組データの比を取ってみる。すなわち小学生数／教員数を縦軸に，そして横軸�
には第３の要因である県別人口をとってみると，制度上決っていた比例関係でも，�
県人口によるばらつきがある事が示された。

�１９６０年から４０年間に渡って，物価指数と世帯収入を組データとしたときの変化を考�
える。この散布図は，先進国においては物価と世帯収入とは経済構造上，比例してい�
る事を，両者の直線関係が，改めて示しているものの，この散布図自体は，ばらつき�
を扱う統計データの対象とはなりにくい。すなわち経済的な比例関係が，年次変化に
よって直線的な図となった事が原因である。

�前の例では年次変化が，隠れた第３の要因となっていた。物価指数と世帯収入，各々�
につい前年度に対する増減率を考える。すると年度によって，両者の増減率は統計�
的にばらつく事がわかり，その理由など次の分析に進む事ができよう。

�
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図表１．３　組データの相関係数が１．０に近い時



　このように対象とするデータが特に人数，金額，個数などの素数のとき，組データの関係
はほとんど直線的である場合が少なくない。その原因となっている社会制度や人口の影
響，あるいは経済原則や年次変化の影響などを取り除くため，比率をとる事が有効な場�
合が多い。なお図１．１は率に代わって，差をとる事により適当な散布図を得ている。
　
１．４　見かけの相関について

　古典的なヨーロッパの笑い話「出生率が増加した年は，コウノトリの数も増えていた。
それはコウノトリが赤ちゃんを運んでくるらしい。」は意味の無い見かけの関連を言った�
ものであるが，このように相関係数が十分に大きい場合でも，社会的に相関の理由が挙�
げられない場合があり，これを見かけの相関または擬相関と呼んでいる。相関に関する�
学習過程ではよく遭遇する現象なので，具体例を用いて学んでいる。見かけの相関があ�
るときは別の要因が背後に隠れている事に注意し，この要因を探し出す必要がある。

　図表１．４は２００３年衆議院選挙における，２大政党の得票率を県単位に示している。
�この図では県別の小学生数を���軸に，得票率を���軸にとった。図をそのまま解釈す�
ると，選挙権のない小学生数が多い県ほど民主党の得票率が上がり，自民党の得票率�
が下がるといった，説明のつかない図となっている。もちろん，県別の小学生数は県�
人口に最も左右されるので，県人口が見かけの相関を作り出した要因と考えられる。

�見かけの相関を作っていた要因である県人口を横軸にとった散布図を考える。これ�
より２００３年時点では，人口の多い県が民主党の支持率が高く，逆に人口の少ない県�
が自民党の支持率が高い傾向を持つ事が読み取れる。これは一般に言われていた概�
念である都市部は民主，農村部は自民との見方を反映したデータと解釈できるので，�
�のような見かけの相関が取り除かれ，社会的に説明のつく統計データとなった。

　このように統計分析から明らかになるのは，データが持つ数字としての傾向だけなので，
この傾向の理由は，因果関係など，一般的，社会的なメカニズムから説明される必要が�
ある。もし，この説明ができない時は，見かけの相関関係を疑い，その要因を探し出す�
ため，次節に示すように，相関係数行列による検討が必要である。
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図表１．４　見かけの相関�と，本来の相関�



１．５　相関行列による検討

　相関の演習用に，図表１．５に示すような県勢データを用いているが，ここで�は県別�
の各種データ，�はそれらの相関行列である。ここでは相関係数が１．０に近い場合や，�
見かけの相関などについて県勢データの中で，改めて検討してみよう。

相関行列の作り方は，　�����上で，ツール→分析ツール→相関　と選ぶ。

・１．３節で取上げた相関係数が１．０付近になる組データは，人口，小学生数，教員数の相�
互である事がわかるが（相関係数０．９９），いずれも社会的にも関連性が強いことは明�
らかであろう。すなわち県別に見ると，世代構成のばらつき以上に，人口のばらつき�
（その幅は県によって約２０倍）の方が大きいと言えるからである。演習では多くの�
組データの中から，このようなものを見つけ，その理由を明確にすることを目指している。

・１．４節で取上げた，見かけの相関は組データの中において数多くある事がわかる。前�
述の組合せ以外にも，平均月給，小学生数，自民，民主党得票率など相互の関連�
性は社会的な背景からは説明するのが難しいことが多いと言えよう。社会データ�
は一般に，ある側面からは真であるが，別の側面からは偽であることが多いので，�
見かけの相関を見つけるのは場合により容易ではないが，社会背景を考える演�
習教材としてこのデータを用いている。

�
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図表１．５　県勢データ

�県別のデータ

出典：データで見る県勢　（矢野記念会　２００２，他）

民主得票自民得票小学教員小学生平均月給６５歳以上世帯人数二次産業一次産業人口密度人　口
１．００００人 口

１．０００００．８７５９人口密度
１．００００－０．５９２０－０．６５００一次産業

１．００００－０．２５１１－０．１５３４－０．１１２６二次産業
１．０００００．５７３２０．２４９０－０．５２１２－０．５７３３世帯人数

１．０００００．２５４９－０．００８５０．７６０７－０．５７８６－０．７１３７６５歳以上
１．００００－０．５０８２－０．３７８８０．２５１６－０．７３５４０．７５１７０．７３６６平均月給

１．０００００．６９３９－０．７５１２－０．５４５５－０．０９１２－０．６５５００．８３５８０．９９２０小 学 生
１．０００００．９９１５０．６７３３－０．７１００－０．５７９２－０．１２９０－０．６１３８０．８０６４０．９８６８小学教員

１．００００－０．５６９１－０．５５９８－０．３７７３０．４４０５０．４７６１０．２８４００．３００７－０．３９９４－０．５３９３自民得票
１．００００－０．５２９１０．５１８６０．５１７８０．４８２０－０．５２１８－０．０２１２０．３１１１－０．４４２２０．２８９４０．４９７６民主得票

�相関行列

�％％人×１０００人（万円）（％）（人）（％）（％）（人��）（万人）
民主得票自民得票小学教員小学生平均月給６５歳以上世帯人数二次産業一次産業人口密度人　口県　名
４０．８３１２０２０８３１８３０６１４．８２．６２２．９８．１７２５６８北海道
３２．９４０．５６１５１９０２８５１６３．０７２５．６１４．７１５４１４８青 森
４６．１３３．５６０６１８６２９９１８３．１３３０．２１４．４９３１４２岩 手
３７．９３５．４８０７４１３９３３３１４．５３２６．９６．３３２５２３７宮 城
３２．５４１．２４５７２６６３１４１９．６３．２４３０．９１２．１１０２１１９秋 田
３２．８４１．４４９５０７５３１０１９．８３．４９３３１２．３１３３１２４山 形
３９．５３６．７８１１２１３６３１２１７．４３．２６３４．２１０．５１５４２１３福 島
３４．５４１．３１０２５１１８１３３７１４．２３．２３３．８８．５４９０２９９茨 城
・・・・・・・・・・・
２８．９３５５４５８１０６２７７１１．７３．１５１８６．７５８１１３２沖 縄



２．回帰分析

　回帰分析は統計手法のうちで最も広範囲に使われ，実用性が高い手法と見る事ができ
る。回帰分析で扱うデータは，数値でなければならないが，数値から質的なデータへ拡�
張された場合，回帰分析は数量化理論１類，２類，その他へと拡張される。この意味に�
おいて，回帰分析の基礎的な概念を学ぶ事は非常に重要であり，教育統計Ⅱの後半に取�
り入れている。授業では将来，学生がさまざまな分析ソフトを利用した時に得られるで�
あろう結果に対して，基本的な解釈と説明ができるようになる事を目指している。
　授業で用いるデータは簡単な２要因の例で，計算は�����の分析ツールを利用して教�
材としての手軽さと一般性とを保つよう留意している。

２．１　回帰分析への導入

　回帰分析への導入部では中学，高校における１次関数の知識から延長して考えられる�
ように，単回帰から，そして重回帰を説明している。
・単回帰
�＝�＋��で表される１次関数によって�を推定する事を考える。
�：目的変数，すなわち分析対象とみなすデータ
�：説明変数，すなわち�に影響を及ぼす要因データ
係数�，�を計算するため，多数のデータの組（�，�）を統計ソフトに入力すると，��
�方向の誤差が最も少なくなる（��方向ではない）ように，�，�が決められる。

・重回帰
目的変数の値を�とするのは単回帰と同様であるが，複数の要因が影響を及ぼすと考�
えられるとき，これらの要因を��１，�２�・・・とモデル化する。
そして　�＝�０�＋�１��１�＋��２��２�＋�・・・
で表される１次式によって，�を推定する事を考える。係数�０�，�１�，�２�・・を求�
める方法は多数のデータの組（�１�，�２�，�）を統計ソフトに入力する。

２．２　回帰分析の手順

　回帰分析の手順を例題を用いて説明する。例題は，ある３０人の年齢，血圧，肺活量�
を測定した結果が図表２．１�，データ間の相関行列が同図�のように示された時，血�
圧または肺活量から年齢を，単回帰または重回帰によって推定することを考える。

�
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図表２．１　回帰分析用の医療データ

�����

年　齢肺活量血　圧データ��
２２
２３
２４
・
６５

４３００
４５００
３９００
・
２３５０

１１０
１２８
１０４
・
１４４

１
２
３
・
３０

（�）元データ
年齢肺活量血圧

１．０００
１．０００
－０．６１７

１．０００
－０．４８５
０．６４６

血　圧
肺活量
年　齢

（�）相関行列



①分析目的に従い，データを目的変数���と説明変数�とに分け，変数間の相関係数お�
よび散布図を描く。このとき飛び離れた点や，１箇所に固まった点が多いときは注意�
が必要であるので，その原因を抑えておく。
・例題は，目的変数���は年齢，説明変数���は血圧または肺活量とモデル化される。�
まず相関行列を視覚化するため，変数間の散布図を図表２．２のように作る。

②目的変数と相関の高い説明変数�を選ぶ。
・血圧は年齢と０．６４６の相関があり，また肺活量は年齢と－０．６１７の相関がある。この�
例では他の説明変数がないので，同符号を持つ相関係数の相対比較はできない。また
上述の説明変数は年齢に対し互いに逆の傾向を持つので，共に適当であると判断する。

③重回帰における説明変数は，②の条件に加え，互いに相関の低いものを選ぶ。もし，�
互いに相関が高いならば，説明変数は片方で十分，あるいは寄与度が低いとみなす。
・例題では，血圧，肺活量間の相関係数は，－０．４８１であり，この値は他の相関係数よ�
り絶対値が小さいだけでなく，負なので互いに逆の傾向を持っている事がわかる。
よってこれらは重回帰分析の説明変数として組み込む必要があると判断できる。

④元データを次式によって平均０，標準偏差１となるように標準化する（図表２．３）。こ�
れはデータの単位によらず，回帰係数が比較できるようにする為である。　　　
　　　　　　　　　標準化したデータ＝（�－��）／��
　　　　　　　　　��は元のデータ，��はその平均，��は標準偏差

�
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図表２．２　医療データ例の散布図

←� 標準化データ� →←� 元データ� →
�

年齢
��

肺活量
��

血圧
�

年齢
��

肺活量
��

血圧
－１．３３
－１．２５
－１．１６
・
２．２４

１．２２
１．５４
０．５８
・
－１．９１

－１．１５
０．２６
－１．６２
・
１．５１

２２
２３
２４
・
６５

４３００
４５００
３９００
・
２３５０

１１０
１２８
１０４
・
１４４

１
２
３
・
３０

０
１

０
１

０
１

３８
１２．０４７

３５３９．７
６２３．１

１２４．７
１２．７７２

��

��

図表２．３　元データを標準化



⑤回帰分析の実行は，以下の命令を行うことによる。
�����において，ツール→分析ツール→回帰分析

・例題では，標準化したデータに対して，単回帰および重回帰を行った結果を次に�
まとめた。なお，データが標準化されているので，定数項はどの場合も０となる。

血 圧 を 用 い た 単 回 帰：　年齢�＝０＋０．６４６２×血圧
肺 活 量 を 用 い た 単 回 帰：　年齢�＝０－０．６１７２×肺活量
血圧と肺活量を用いた重回帰：　年齢�＝０＋０．４５３５×血圧－０．３９７２×肺活量

⑥回帰に用いたデータが標準化されているので，回帰係数の比較を行う事が出来る。大�
きい回帰係数に対応する説明変数の方が，要因としての寄与度が大きいと言える。
・回帰係数の絶対値の比較により，説明変数として，血圧の方が肺活量より寄与度が多
少大きい事がわかる。なお単回帰における回帰係数は相関係数に等しい事がわかる。

⑦回帰推定の結果を調べるため，残差（元データ��と推定値との差）の散布図を�
描き，次の条件が満たされている事を確認する。

残差は説明変数の大きさに依存しない。
経験的には大多数の残差が±１．５または±２．０の中に納まる。
重回帰では目的変数について，推定値と元データ間の相関係数が大きいこと。

・例題では，血圧を用いた単回帰の残差を図表２．４�に，肺活量を用いた単回帰の残差�
を同図�に示た。重回帰については残差の代り，年齢の推定値と元データ�とを同�
図�に示した。これによって，両者の相関係数を視覚化した。図の�～�どれにつ�
いても，上述の条件が満足されていることが確認できる。

⑧回帰推定が有効であるのは，元データの最小値から最大値までの範囲内とするのが原�
則となる。この理由はデータの範囲外について，�，�は直線的な傾向を持つか否か，�
推定できないからである。反面，統計以外の知識から，�，�の直線的な傾向が保障され
るならば，直線を延長する事は可能なように思えるが，回帰係数が従来と同一である�
とは保障されていないので注意が必要である。

���教育統計学の講義研究（２報）

図表２．４　回帰推定における残差など



２．３　理論的な検討

　これまでは回帰分析の結果を残差の散布図などによって，視覚的に検討してきたが，�
仕上げとして�����出力の解釈について学ぶ。なお重要な項目（＊印）を優先的に解説�
し，数多い理論的な項目全体にメリハリを付けた。以下の検討はこれまでと同じ例題につ
いての次の３ケースである。以下では　�：データ数，�：説明変数の個数。
�．�血 圧 を 用 い た 単 回 帰：�年齢�＝０＋０．６４６２×血圧
�．�肺 活 量 を 用 い た 単 回 帰：�年齢�＝０－０．６１７２×肺活量
�．�血圧と肺活量を用いた重回帰：�年齢�＝０＋０．４５３５×血圧－０．３９７２×肺活量

２．３．１　回帰統計の表

　�����の出力中，回帰統計の表を図表２．５に示すが，結果の数値は，データが標準化�
されていない場合でも同じとなる。

＊�重相関���：�目的変数�についてデータ値と回帰推定値（回帰式に���の値を代入して計
算）との相関係数である。この値が大きいほど，回帰推定が良い事を示す。
�：０．６４６２（単回帰の時は相関係数の絶対値と等しくなる）
�：０．６１７２（　　　　　　〃　　　　　　　　　　　　　）
�：０．７３３６（重回帰によって，重相関は単回帰の時より向上している）

＊�重決定����：�重 相 関 の 自乗として計算される。その意味は，目的変数���の全変動（２．３．２
参照）のうち，回帰による変動割合を示すので，寄与率とも呼ばれる。上
述の重相関���は回帰の有効性について，相関係数の面から評価したのに対
し，ここでは変動の面から回帰が寄与する割合を評価している。
�：０．６４６２２＝０．４１７６
�：０．６１７２２≒０．３８０９
�：０．７３３６２＝０．５３８２

・�補　正　����：�重決定係数��２�の値は説明変数を多くすれば向上するが，説明変数は実用
上，必要最小個数である事が望ましい。そこで変数が多くなると重決定係
数��２�が小さくなる傾向に補正したものであり，次式で計算される。
　　１－（�－１）／（�－１－�）＊（１－�２）
�：１－（３０－１）／（３０－１－１）＊（１－０．４１７６）＝０．３９６８
�：１－（３０－１）／（３０－１－１）＊（１－０．３８０９）＝０．３５８９
�：１－（３０－１）／（３０－１－２）＊（１－０．５３８２）＝０．５０４０
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図表２．５　回帰統計の表

（�）（�）（�）
０．７３３６
０．５３８２
０．５０４０
０．７０４３
３０

重 相 関 �
重�決�定����
補�正����
標 準 誤 差
観 測 数

０．６１７２
０．３８１０
０．３５８９
０．８００７
３０

重 相 関 �
重�決�定����
補�正����
標 準 誤 差
観 測 数

０．６４６２
０．４１７６
０．３９６８
０．７７６７
３０

重 相 関 �
重�決�定����
補�正����
標 準 誤 差
観 測 数



・�標 準 誤 差�：�目的変数��について，データ値と回帰推定値との差を残差というが，標準
誤差とは残差の標準偏差，（あるいは残差分散の√）のことである。別の見
方をすれば推定誤差のばらつきとも言えるので，この値は小さいほど望ま
しい。なお下の確認計算にあたっては　分散分析表中の残差分散を用い，一
般的性質である，標準偏差＝√分散　によった。
�：√（０．６０３２）＝０．７７６７
�：√（０．６４１１）＝０．８００７
�：√（０．４９６０）＝０．７０４３

２．３．２　分散分析の表

　�����出力のうち，分散分析の表を図表２．６に示すが，ここでの目的は回帰が全体的�
に有効かを検討するものであり，その考えは回帰変動が誤差に埋もれないかを調べるも�
のである。直感的に無理な回帰をしない限り，有効性は肯定されることが多い。

　　

・自由度：計算対象となるデータ数－関係式の数，すなわち独立に変化することのでき�
るデータの個数のことである。
合計の自由度＝回帰用データ数－１＝３０－１
回帰の自由度＝説明変数の個数
残差の自由度＝合計の自由度－回帰の自由度

・変　動：一般に，変動＝自由度×分散　の性質があり，合計の自由度は３０－１だから，
合計（�）変動＝（３０－１）×１　なぜなら標準化データでは���の分散＝１
また，残差変動＝合計変動－回帰変動　
寄与率＝回帰変動／全体の変動
�：１２．１０９（回帰変動）� １６．８９１（誤差変動）� １２．１０９／２９＝０．４１７６（寄与率）
�：１１．０４８� １７．９５２� １１．０４８／２９＝０．３８１０
�：１５．６０８� １３．３９２� １５．６０８／２９＝０．５３８２
寄与率は変動の面から見て，回帰が寄与する割合を表すので，例においては単
回帰よりも重回帰の方が良いことを示している。しかし寄与率は全体の半分程
度なので，想定外変動が残りの半分を占めている事に注意する必要がある。
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図表２．６　分散分析の表

有意��観測された分散比分　散変　動自由度（�）
０．０００１２０．０７３１２．１０９

０．６０３
１２．１０９
１６．８９１
２９

１
２８
２９

回帰
残差
合計

有意��観測された分散比分　散変　動自由度（�）
０．０００３１７．２３２１１．０４８

０．６４１
１１．０４８
１７．９５２
２９

１
２８
２９

回帰
残差
合計

有意��観測された分散比分　散変　動自由度（�）
０．００００１５．７３３７．８０４

０．４９６
１５．６０８
１３．３９２
２９

２
２７
２９

回帰
残差
合計



・分　散：分散＝変動／自由度　なる関係を回帰と残差各々について適用すれば，
�：１２．１０９／１＝１２．１０９（回帰）�１６．８９１／２８＝０．６０３（残差）
�：１１．０４８／１＝１１．０４８� １７．９５２／２８＝０．６４１
�：１５．６０８／２＝７．８０３４� １３．３９２／２７＝０．４９６

・分散比：回帰分散／残差分散　によって定義される値で，回帰分散が残差分散の何倍あ
るかの値。これより，回帰は残差に埋もれないかの検定に用いる値となる。
�：１２．１０９／０．６０３＝２０．０７
�：１１．０４８／０．６４１＝１７．２３
�：　７．８０４／０．４９６＝１５．７３

＊有意���：自由度（�，�－１－�）の�分布において確率変数が，上述の分散比以上と�
なるような確率，すなわち回帰が残差に埋もれるような確率を表す。分散比�
が大きいほど，残差に埋もれる確率は下がることになる。確率の目安は一般�
に５％または１％を限界としているが，実用的にはこれより十分に小さい事�
が望ましい。この条件が満たされた時，回帰全体は有効であると推定するの
で，上述の確率は危険率と解釈できる。例題においてはどの危険率も０．１％�
以下で十分に小さく，回帰は残差に埋もれていないと見ることが出来る。
�：分散比＝２０．０７以上の確率＝０．０００１
�：　〃　＝１７．２３以上の確率＝０．０００３
�：　〃　＝１５．７３以上の確率＝０．００００

２．３．３　回帰係数の表

　回帰係数に関する�����からの出力を，図表２．７にまとめる。回帰係数は，当該デー�
タからの計算値なので，何度もデータを取り直せば，回帰係数自体ばらつきを持つと�
考えられ，これを予想するために回帰係数の表を用いる。

�
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図表２．７　回帰係数の表

上限９５％下限９５％�－値�標準誤差回帰係数（�）

０．２９０５
０．９４１６

－０．２９０５
０．３５０７

１．００００
０．０００１

０．０００
４．４８０

０．１４１８
０．１４４２

０．００００
０．６４６２

切 片
血 圧

上限９５％下限９５％�－値�標準誤差回帰係数（�）

０．２９９５
－０．３１２６

－０．２９９５
－０．９２１８

１．００００
０．０００３

０．０００
－４．１５１

０．１４６２
０．１４８７

０．００００
－０．６１７２

切 片
肺活量

上限９５％下限９５％�－値�標準誤差回帰係数（�）

０．２６３８
０．７６０４
－０．０９０３

－０．２６３８
０．１４６６
－０．７０４１

１．００００
０．００５３
０．０１３１

０．０００
３．０３２
－２．６５６

０．１２８６
０．１４９６
０．１４９６

０．００００
０．４５３５
－０．３９７２

切 片
血 圧
肺活量



＊回帰係数：回帰分析で最も知りたいのがこの回帰係数である。なお例ではデータを標準
化してあるので，切片は０となる。一般に単回帰の係数は相関係数と等しい。
�：�＝０＋０．６４６２×血圧
�：�＝０－０．６１７２×肺活量
�：�＝０＋０．４５３５×血圧－０．３９７２×肺活量
これより血圧は年齢と正比例する要因であり，係数が大きいので説明力が大
きい事，肺活量は年齢と逆比例する要因であり，説明力は血圧より少し小さ
い事がわかる。このような回帰係数の比較は，標準化されたデータの時だけ
可能であり，生データにおいては測定単位の影響が出るので，比較できない。

・標準誤差：前述のように回帰係数はデータによって，ばらつくと考えられる。そこで�
回帰係数の標準偏差（��）を標準誤差と呼んで，その推定値を表に示して�
ある。例において血圧，肺活量に対する回帰係数を�１��２とすれば，
�：�１の��＝０．１４４２
�：�２の��＝０．１４８７　
�：�１の��＝０．１４９６　　�２の��＝０．１４９６

・�分 布：データから計算された回帰係数��０��１��２�は推定値であり，これらは，それ�
ぞれの真値（未知であるが）を平均として，標準誤差をばらつきとする確率変
数と見なすことができる。そこで，次のように標準化した変数�を考える。
　　　�＝（回帰係数の推定値－真値）／標準誤差
�は自由度�－１－�の�分布に従うことが分っている。この性質を利用して説
明変数の有効性（回帰係数が０でない事に置き換える）を次のように求める。

・仮説検定：説明変数の有効性を言うためには，次のような論理展開が必要となる。
①仮説「回帰係数の真値は０である」を立てる。一方，対立仮説「回帰係数の真�
値は０でない」も同時に立て，両者で想定する全ての場合を尽すようにする。

②仮説によれば，回帰係数の真値＝０であるから，前項より�値が計算できる。
　　�＝回帰推定値／標準誤差
�：血　圧：　０．６４６２／０．１４４２＝　４．４８０
�：肺活量：－０．６１７２／０．１４８７＝－４．１５１
�：血　圧：　０．４５３５／０．１４９６＝　３．０３２
　　肺活量：－０．３９７２／０．１４９６＝－２．６５６

③�分布において�値の大小により，次のよう
に判断する。（図表２．８）
�値があまり大きくない→�分布の内側→「仮説通り回帰係数は０らしい。」
�値が十分大きい→�分布の外側→仮説棄却→「回帰係数は０でない。」

���教育統計学の講義研究（２報）

図表２．８　�分布の例



＊���値：「回帰係数が０でない」と判断した時でも，そうでない確率は，��分布の外側確�
率だけあるので，この確率を危険率���値としている。危険率は十分に小さい必�
要があるので，通常５％以下を用いる。例題における危険率は，

　　�（��値，自由度）＝�分布における±�値より外側の確率
�：�（　４．４８，２８）＝０．０００１　　血　圧は危険率０．０１％を許容し有意と判断
�：�（－４．１５，２８）＝０．０００３　　肺活量は危険率０．０３％を許容し有意と判断
�：�（　３．０３，２７）＝０．００５３　　血　圧は危険率０．５３％を許容し有意と判断
　　�（－２．６６，２７）＝０．０１３１　　肺活量は危険率１．３％を許容し有意と判断

＊注意：例えば「ケース��血圧の回帰係数０．６４６２の値は，危険率０．０１％で有意」である�
と誤解しないよう注意が必要である。検定の論理からは「回帰係数の値は０�
ではない」としか判断できず，その値は回帰係数の信頼区間によって求める。

＊注意：��値を有意確率と呼ぶ事もあるが，「説明変数が有意である確率」との誤解を�
招きやすい。そのように呼ぶと，有意確率なら大きい方が望ましいなどと誤解�
が広がってしまう。

＊上下限９５％：回帰係数は，ばらつくことは述べたが，多数回の分析を行った時を想定�
して，回帰係数の取りうる範囲を９５％の信頼度で示している。計算方法は，

　　　　表の回帰係数±標準誤差×内側９５％の�値
�：血　圧　　０．６４６２±０．１４４２×２．０４８４＝下限　０．３５８７　　上限　０．９４１６
�：肺活量　－０．６１７２±０．１４８７×２．０４８４＝下限－０．９２１８　　上限－０．３１２６
�：血　圧　　０．４５３５±０．１４９６×２．０５１８＝下限　０．３０６９　　上限　０．７６０４
　　肺活量　－０．３９７２±０．１４９６×２．０５１８＝下限－０．７０４１　　上限－０．０９０３

下線の欄は�����（２０００）の計算が間違っているので要注意。
ケース���において，血圧の回帰係数がケース���より正確に，（上下限の幅，す�
なわち信頼区間が狭く）なった事により，重回帰を行った意味が表れている。
この表が示すように���値では説明変数の有効性（回帰係数が０でない事）し�
か分らなかったが，９５％信頼区間によれば回帰係数の範囲を推定できる。

　この例が示すように，限られた１回のデータ（例では３０個）から求めた回帰係数の�
値は，直感的に予想されるより，かなり広い推定幅を持つことがわかり，あまり正確と�
は言えない。より正確に推定を行うには，データ数を増す事が，数の傾向を扱う統計的�
な方法となる。しかし本質的には，個々のデータの信頼性を増すのが望ましいことは言�
うまでもない。
　

��� 土 井　 努



おわりに

　この報告書と講義の進行スタイルは，一般の教科書とは逆の進め方をとってきた。す�
なわち，まず具体例を示し，これを直感的，視覚的に捉えた後，統計理論の説明を行う�
形である。特に力を注いだ点は，“相関係数が１．０付近の時”および“見かけの相関”そ�
して“回帰における危険率”であり，理解の手助けになってきた事を願っている。

　１，２報で述べた内容は，ほぼ最近の講義内容と同じであるが，今後の授業を進める際
の別案として，さらに狭めた内容を余裕を持って構成した方が，学習する側にとって，�
達成感が得られるのではないかと，レポートに書かれた感想から最近思う。講義で取り�
扱わない範囲についても，達成感を元に必要に応じて独学できるようにも感じる。

　計算ソフトは�����を利用してきたが，コンピュータ上では，とかく操作に神経が流�
れがちな事を加味すると，誤解しやすい点を注意表示するなどの独自のソフト開発の必�
要性を感じる事もある。しかし本来は，印刷物の上でじっくり考える習慣をつけること�
が先決のように思うので，授業における個々の対話をやはり重視して，小規模大学にふ�
さわしい授業形態としていきたい。

���教育統計学の講義研究（２報）
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